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非均质空间随机扩散方程及

其在城市基准地价评估中的运
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提 要 本文通过在非均质空间条件 下
,

革新随机游动扩散模式的理论推导
,

建立了非均质

空间随机扩散方程
,

并对其参数的确定进行了讨论
。

同时
,

将此方程应用于城市基准地价评估
,

予

以实例验证
。

关键词 非均质空间 随机游动模式 随机扩散方程 城市地价评估

引言

扩散是指在空间传播或转移过程中发生变化的一种形式
。

年代初
,

哈格斯特朗
,

通过实证研究发现
,

扩散在时间和空间上都具有一定的统计规律
,

扩散速度随时间变化呈正态分布曲线
,

其累积数量符合逻辑曲线
,

并采用蒙特卡罗模拟的

方法
,

以平均信息场 作为扩散主体

扩散的基本空间单元
,

建立了空间扩散的模式
,

奠定了空间扩散的理论基础 , 。
,

口。 由于蒙特

卡罗法模拟扩散参数不能定量化
,

只能概率化
,

并且大多研究均质状态的扩散
,

又受数学

方法本身的限制
,

它以离散形式描述空间扩散的过程
,

因此
,

尚需进一步研究能反应空间

扩散规律的一般扩散方程式
,

即具有半线性抛物线型方程组表示的反应扩散方程川
。

就城市地价评估来考虑
,

城市土地等级及基准地价是由商业繁华程度
、

交通便捷程度
、

基础设施状态
、

人 口密度和环境条件等城市要素的综合质量来确定的
,

这些城市要素在空

间分布上是不均匀的
,

即城市并非均质体
。

并且由于我国土地市场不完善和过去实行的计

划经济
,

不仅社会平均利润尚未形成
,

而且在企业总收益中
,

行业性质增加的超额利润
,

计

划管理带来的超额利润和因价格差形成的超额利润都还不能以货币形式体现
。

因此
,

以西

方的级差收益分离方法来解释我国全部土地价格的分布规律是不现实的
,

评估基准地价工

作不易得到满意的结果川
。

为此
,

本文以非均质空间来考虑扩散过程
,

在确定影响介质随机游动模型基础上
,

通

过扩散的理论模拟
,

建立了非均质空间条件下随机扩散方程
,

并以我国城市基准地价评估

进行了实例分析验证
,

企求探索合理的实用的城市地价评估方法
。

来稿 日期 收到修改稿 日期
。
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非均质空间随机扩散方程的原理与解析

原理与模型设置

令 区域 内任一域元 地理过程有意义的最小单元 二 〕的 自然
、

社会
、

经济综合质量为

以下简称综合质量
,

扩散要素值为
,

建立二维平面系统
,

如图 所示
。

其中 一
、

一

、 、

分别表示综合质

量为
、 、 ,

时
,

域元
、

、

到极点的距离
。

由于

的变化很复杂
,

一般不易或

无法 用关于距离 的表达

式 给 出
,

即写 不 出 一

的连续函数
,

只存在离

散关系
。

假设系统由一个个小格

子组成 如图 所示
,

格子

大小相同
。

在极点处
,

向由

包 围的系统 内施 加扩散

李一书卜一今

们

一土 七 土

图 域元质量与距离系统

要素
二

的影响
,

这些影响

由无穷多个不连续的小颗粒介质组成
,

这些介质是一个不连续单元的集合
,

其总体积为
。

因此
,

这些扩散要素介质在系统中互相影响
、

互相搀杂
,

这种情况与紊流或正进行布朗运

动的液体或气体颗粒类似
。

非连续介质模型认为 在 。
、

进入系统的过程中
,

介质单元互相

分离并发生相对运动
,

颗粒介质的运动用颗粒的随机移动表征
,

并将大量的颗粒介质的移

动看成是随机过程
。

在图 的理论模型中 假如这些颗粒介质是一些大小相同
,

质量均一的小球
,

并将进

入大小相同
、

排列均匀的方格内
。

一 个小球进入方格后
,

将向下一层的两个相邻方格内滚

动
。

设此方格中的小球
,

向下一层哪个方格滚动是完全随机的
,

并具有相同的概率
。

若图 中的 格出现了小球 将向 格或 格滚动
,

当 格出现小球后
,

将向 格

或 格滚动
,

依此类推
。

根据概率相加相乘原理
, ,

格出现小球后
, 、 、

格出现小球

的概率分别为 只 一
,

又 只 一 和 火 一 同理
,

第四

分层
、 、

和 格出现小球 个事件发生的概率分别为
、 、

和 ⋯⋯依

此类推
,

把各个格子由于 格出现小球而出现小球的概率写在相应的格子内
,

就可构成图

下方的颗粒移动概率分布图
。

若选取图 中的坐标系
,

则系统内任一个 水平的

概率分布可以绘成图 上方虚线所示的概率分布直方图
。

若格子尺寸非常小
,

则这个直方

图趋近于一条光滑的曲线
。

如果从
,

格处 中心坐标为 一 一 进入数量相当多
,

总体

积为单位体积的小球
,

则水平的概率分布曲线
,

趋近于一条正态分布概率密度曲线
。

为了严格说明上述模型
,

设在直角坐标系
,

中有一个格子平面系统
,

如图 所

示
。

取图 中的任三个相邻格子
、

和
,

它们的中点坐标分别为
, 、 ,
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,

入︸
司

—

第一分层

第二分层

第三分层

第四分层

同同同同同
苦苦

兹兹兹
,,

‘‘ 。。 月月

巧 巧

城

场 】 场

理论模型 颗粒移动概率分布

图 作为随机介质的颗粒介质模型

十 一

山
碧一一

﹂卜

几

和
,

户
,

由图 所示的图形被称为随机游动模型
。

设小球从 或 向 移动的概率分别是 和
,

且 一
。

并且
,

表示坐标为
,

的格

子出现小球的概率
。

根据介质随机游动的原理得

尸 ,

一 尸 一
,

尸 了
,

一

上式表示 格中出现小球的概率
,

户 等于

格中出现小球的概率 一
,

乘以 格中小球向

格移动的概率
,

加 格中出现小球的概率
,

乘以 格中小球向 格移动的概率
。

用泰勒级数将上式展开
,

得到

赶夕尸 ,

尸 一 , 不 ,
口

宁一
日尸

,

矿

—
下万

‘更刃 乙

护尸
,

一一一二 , , 犷一一一 十
。 。 。 。

以
‘

一

轴方

欲使

图 随机介质的游动模型

对上式取 尸
,

时的极限
,

且考虑介质在

向上移动的平均值及方差对所有 值都有限
。

方差有限
,

需 加有限 欲使平均值有限
,

需 与
一

应有相同的位数
,

故令

卜

月卜

一 尸
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尸 口

则
一

式为

助
,

护 。 助
二产 —

‘

性 二一气石 —丈〕 二万一‘
女

‘

刃‘ 以

考虑到系统在 轴方向上的非均质性
、

系数
、

的关系式在 轴方向有性质变化
,

上

式可写为

劣
一 、

多
一 “

霎 一

这个抛物线型的偏微分方程与描述具有热对流的传导和扩散方程相同
,

过程中前向的柯尔莫哥洛夫方程
。 江 〕。

根据理论模型的假设与实际情况可以列出以下边界条件
,

占

式中 叔二 为狄拉克函数
,

其定义为

属于马尔科夫

一

并

一

艾

。
加

行占一一占
内

才

之

边界条件
一

的理论意义在于 在图 所示的理论模型中
,

格子 处进入数量相当

多而总体积为 的扩散介质
,

其他任何点均不放入小球
。

令

一 ‘ 万 尸 · 一 ‘ · ·

对方程
一

和边界条件
一

施行拉普拉斯变换
,

解方程后
,

再进行拉普拉斯反演阵 丑

得到
二 , “ ‘ 一 一 一

‘ ,

以变量 代入上式
,

上式可以变换成以下形式的解
二 , ‘ 一 ‘ 一 二 一 , 一

其中
、

分别为扩散系数函数
,

表示扩散的非均质性
,

表示扩散

主体的位移
,

其具体形式
,

可根据实际情况给出式
一

反映了扩展扩散
、

等级扩散 和位移扩散 的综合影响
。

非均质空间随机扩散方程

对于 尸 二
,

曲线来说
,

当分层无限缩小及小格数无限增多的极限条件下
,

根据率论

的原理
,

这样的概率分布曲线称为概率分布密度曲线
,

它不能代表概率
。

由于在非位移扩散条件下
,

一 。处
,

一
二

为最大且有限 对于位移扩散时
,

一

,

一
二

为最大且有限
,

故不能用 尸 二 ,

的概率分布曲线
,

尸
, 二 表示扩散源的扩散概率

。

因此有必要重新定义扩散概率
。

当 时
,

令扩散概率 ’
,

为

尸
产

一 一 , 一 , 工
,

从 , 劣

一 一

一
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对于
,

则有
‘

一 ‘ 一 , 一

其意义如图

一 ,

令

中所示阴影部分的面积
。

对于式
一

「
‘ 则有

‘ ,

一

丫万

丙哀
‘

二 。‘

洽

业二超
」

任二

一‘

,

一 ,一 己

城瓮
一 。 、
镖 一

其中 。 劝 为高斯函数
, 。 为高斯余

函数
。

对于式
一 ,

任一点 的位置
,

相当于

十 一 一 一 处的位置
,

故式
一

为

’
工 ,

观卜
一

了
一 ’“ 二

,

爪 ,

图 扩散概率

、 一 ,
、 。 、亡 。 , , 、

丫
一

气
’

了 一 一万二二 、 、 」一 丁、钊 气艺 ,

一 一 一万二二
。 ￡

了 丫 兀

一‘一 巨吴 〕
一 巨镖 〕

一

假设
, 二以概率 尸

,

扩散
,

则有扩散方程

卜
, ,

’一 火 户’ , ,

, 一 ⋯
尸

二

「兰二卫玉鱼 二’ “ ‘
产

八玄石石万」 子 尸口
,

二

厂夕立二些三三刁 二’ “ ‘ 丫诬夕又石万 」工 火 外
夕

一

其中
、

为综合质量 的函数
。

计算方法
么 基本原理

在已知 姜 ‘ 一
, 二 时

,

可根据最小二乘原理定参数
,

由于所研究的问题是

非线性的
,

所以要用曲线拟合法求定参数的估计值
。

严格说来
,

求参数应用最优化方法
,

但

实践证明
,

曲线拟合法求得的参数能够满足实际工作的需要
,

而工作量比最优化方法小得

多
,

所以
,

仍采用曲线拟合法求参数 〕。 其基本原理描述如下

若 是关于 自变量 和待定参数 的函数
少 , 一

今有
,

必 的 对 已知值 口
乏 一

, 二 要求找出能满足以下关系的参数
,

使
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一 艺 , 了
掩 ,

」一 最小 一

上面所说的 自变量
更一 二 。 , 掩 ,

参数 一
, ,

⋯ , ,

是根据实际情况选用模型中包含的参数
。

为满足式
一 ,

根据极值原理
,

应满足以下公式

一
, ,

⋯

从这个 个方程中解出 。 个参数
, ,

⋯ ,,
。

即这组参数 使拟合曲线与实测结果之

间的偏差平方和为最小
。

这样
,

将参数 代入扩散方程中
,

就可计算得到 笋 时的
,

值
。

求参数方法

基 本算法有高斯 一 牛顿法
,

改进算法有表夸尔特法
。

其原理及计算程序见文献 」

巨 二
。

高斯余函数的数值计算

因为高斯余函数 。 对 与正态分布函数 中 劝 之间存在关系

对 一 一 中
月

厂万二

故 。 二 的数值计算可通过 中 了厄劝 的数值计算得到
。

计算标准正态分布函数的近似公式很多
,

可根据需要
,

由文献 」中选用
,

以

近似公式代替 对 进行求参数的计算及求取 二 , , ,

华 的值
。

实例分析 在城市基准地价评估中的应用

将非均质空间随机扩散方程应用于城市基准地价评估
,

其中综合质量 即为城市土地

定级单元分等级的分值
,

距离 可由地籍图或城市地形图上量取该单元到商服中心的距

离
。

这样
,

根据一定时期一定数量的地价样点资料
,

即可求解参数
,

得出非均质空间随机

扩散方程决定的地价方程
,

用于城市地价评估
。

当最大地价未知时
,

可视其为参数
,

根据

最小二乘原理与其它待定参数一并求解得出
。

由于取得一定时期的地价资料
,

就能确定该

时期的地价方程
。

因此
,

利用非均质空间随机扩散方程可进行时效性很强的城市基准地价

的动态评估
。

其结果能较好地反映出一般因素
,

特别是社会
、

经济
、

政策因素的变化对基

准地价的影响
。

以安徽省阜阳市为例
。

阜阳市位于皖西北
,

为阜阳地区政治
、

经济
、

文化
、

交通的中

心
。

是安徽省经济重点 发展 的城市之 一
。

目前城市的非农业 人 口 万 人
,

建成 区面积
,

一 年进行了全市土地分等定级的初步工作
,

共收集了到 年 月

个商业地价样点资料
。

按照 《城镇土地定级规程 》
,

调查了 个样点的繁华程度
、

交通便

捷度
、

基础设施状况
、

环境条件和人 口状况
,

经分析计算得到了上述因素各自的作用分值
,

利用特尔斐 法测定其权重
,

最后通过多因素分值加权求和得到土地质量分值
。

按

照 《城镇土地估价规程 》
,

对该 个样本中的房屋买卖资料
、

土地使用权出租资料
、

房屋

出租资料
、

商品房销售资料
、

商业柜台出租资料及土地征用拆迁过程中涉及到的各种费用

资料进行分析
,

运用市场 比较法
、

收益还原法
、

剩余法及成本逼近法等基本估价方法
,

求
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得估价期 日为 年 月的地价
。

最大地价为 元
,

相应的土地质量分值为
。

样点

距扩散中心的距离
、

相应的土地分等定级分值 与折算成估价期 日为 年 月的实际

地价 二
、

见表
。

表 样点的
、

值及计算结果

编号
距离 分值 实际地价

元

反算地价

元

差值
编号
距离 分值 实际地价

元

反算地价

元

差值

一脚巧

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

弓

弓

一

一

一的肠

甘

︹

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

‘乙勺︺

凸门

一门

八卜︺︻了︺门自︺。乃江
‘二﹃月只︺︺‘,八件︸乃内匕叮了︺︺八月冷弓
︵卜︻了八乃八乃。,,凸任

月斗月怡任山马月竹任斗气︸匀门气︸乃︵卜︸卜曰︵︵匕八卜︺
﹃︵﹃

八自﹄曰口︺一﹄呀匕口件件
月

件住
几

斗改
几

往占

巧能科

匕 」 一

。甲一川
一一
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根据实际情况
,

对样点土地质量
、

距离 二 与地价关系趋势分析
,

给定 的具体

函数表达式
,

在计算程序中控制残差平方和小于
,

即 二 镇 。。
,

试算后选取非

均质空间随机扩散方程为
二 , ,、 一 川二 尸

「不攀
共

匕 丫 八
‘

』

正态分布的近似计算公式为
、

合
岁仁了 , 一 一 下万 仁 十 夕

,

了
’

乙 仁兮

其中
, , ,

拟合求得参数 一
,

故阜阳市估价期 日为 年 月的商业地价方程为
厂

‘ ,

’一 。。
了 “

由上式反算出的地价与实际地价的差值 见表
。

拟合误差

、 、一 士

德
一 士

了西哥
一 士

最大拟合差 一 几限 一 实际 一 元

其中
,

的单位为元
,

的单位为
,

为无量纲值
。

由上例看出
,

非均质空间随机扩散方程用于定基准地价是比较令人满意的
,

有简单
、

实

用的特点
。
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