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试 论 地 图 投 影 的 分 类
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李 长 明
:贵州大学数学系;

一
、

前
‘ < 习动

目

地图投影的分类
,

常见的主要有两种划分标志
,

一是依据投影后表象的不变性 :或即

变形性质;
,

二是按正常位置下经纬线的形状来区分
。

前者是属于内在的问题
,

后者是属

于外在的问题川
。

内在的问题是本质的问题
,

外在的问题是条件的
、

形式的问题
。

譬如在非正常位置下

的投影经纬线形状就无法归纳了
。

所以参数分类法
,

只能考虑每个投影的正常情况
‘� , 。

根据投影后的不变性
,

习惯上都是把地图投影分为正形的
、

等面积的
、

等距离的和任

意的四类 =�> 。

这是从实用的观点出发的
。

这样的分类从实质上看是有弊病的
,

因为它违

背了逻辑学中关于分类所应遵循的基本原则
,

即分类应按层次逐级进行
,

要有纲目之别
。

事实上等角 :正形;投影与等面积投影不应和等距离投影相提并列
。

习惯的投影分类由于

层次不清
,

介于它们之间的投影就不能明显地呈现出来
,

因而缺乏寻找的具体途径
。

这正

是文献?1 」中表 7 一7 上存在的问题
。。

本文的 目的就是从分析投影不变量开始
,

先根据有无长度不变方向以及是否唯一
,

可

把投影分为三大类型
,

其次又在其中区分出等角
、

等距
、

和等积三种常见的投影
。

最后再

将分类进一步完备化
。

这样既体现了层次分明
,

又使相邻的关系有了依据
,

同时 也由此可

揭示出探求新投影的途径和方法
,

并具体地给出了相应于等角
、

等距和等积投影的各种可

能的新投影
,

从而解决了?们中所存在的问题
。

二
、

等长方向的讨论

≅
0

长度比

对于地图投影
,

刻划变形的各量中
,

长度比占着重要的地位
,

起着基本的作用
。

因为

长度比变化的规律完全决定了其它各量:如角度
、

面积等 ;该如何变化
。

长度的变化不但与各点的位置有关
,

而且在同一点处又与方向有关
,

这种相依关系表

现为
「飞

9 本文插图是徐燕燕同志帮助绘制的
,

谨致谢愈
。

Α; =1 」中表 7一Α 列于本文后面
。
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Β 兰 Β Χ二
拼 一 Δ , 一 丫矿

6 2 ΕΦΓ Η 万
ΕΙ5 Φ“ Η 石石 ,

了 Ε Ι5 Φ“

ϑ 之Κ ϑ

或改写为

, Λ

一 丫。
, 6 。护。 Η , , Ε Ι5 ,。 Η Μ 。 。。Ε 。

, , Ι5 Φ Γ

:7 ;

其中

一(一
0

丫一
0

一一5

一&一
ϑ

抓一Ν
Α,用

是沿经纬线方向的长度比
,

Ο’ 是经纬线投影后的夹角
。

:Α; 式表达了在任一点处长度比 产 随方向 。 的变化规律
。

在所有方向中
,

有两个极值方向
,

它们是变形椭圆的长短轴方向
,

它们的长度比若分

别记为
二

和 Π ,

则与经纬线方向的长度比有下述关系
〔1 , Λ

Γ Φ
十 ΠΦ

Θ Μ Φ
Η 5 Φ

Γ
·

Π Θ Μ
·

刀 ΕΙ 5 日
, :� ;

�
0

等长方向所满足的方程

在长度比 产 与方向的变化中
,

我们需要关心沿哪些方向保持长度不变
,

即研究长度比

拜 Θ 7 的情形
。

由 :Α ; 可知
,

只要由方程

Μ 名6 2 ΕΦΓ Η 刀 � Ε Ι5 启Γ Η Μ
·

5 6 2 Ε 口
‘

蛀5 Φ Γ Θ 7

解出 Γ 即得保持长度不变的方向
。

将上述方程的两端除以 Ρ2
Ε Φ。
并利用 Ε6 ΡΦΓ Θ 7 十 ?Σ坛 则得

:5 ,

一 Α;?Σ
, Γ Η Φ Μ 5 6 2 Ε Ε

’ ?Σ Γ Η Μ ‘

一 Α 一 2 :� ;

这是以 ?Σ 。 为未知圆的二次方程
,

若得出实根
,

则不难求出相应的等长方向
。

�
0

根的判别式

方程 :� ; 是否有实根
,

完全取决于它的判别式 Λ

△ Θ :Μ
, 。 Ο Τ

Ο
,

;
�
一 :, ,

一 7 ;:。
�
一 7 ;

即

△ Θ 脚� Η 5 3
一 Μ Φ

·
5 Φ ΕΙ5 Φ日

,

一 7

为了下面的讨论有明显的几何意义
,

将经纬线方向的长度比用 :� ; 换为二个主方向

的长度比
,

则有

△ 一
Γ 名

Η Π 刁

一 Γ ΦΠΦ
一 Α

巨口

△ 一 :
Γ 公
一 Α;:Α 一 Π ,

; :1 ;

1
0

等长方向的讨论

依判别式 :1 ; 对方程 :� ; 可讨论如下
Λ

7
0

当价 一 7 件 Ο 时
,

:� ; 确实是 ?Σ 。 的二次方程
,

得出下面表 7 。

+
0

当 价 一 7 Θ Ο 但 , , Ρ2 Ε 6’ 铸 2 时
,

方程 :� ;退化为含 ?Σ 。
的一次方程

ΦΜ 5 6 2 Ε 2
’

?Σ Γ Η 。‘

一 7 Θ 2

故必有一实根
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?Σ Γ
7 一 Μ Φ

� 切5 6 2 Ε Ε
,

除此等长方向外
,

还可由条件 护 一 7 Θ 得知

7

这说明纬线方向
。 一

合
也是等长方向

。

因此
,

这种情形亦有二个不同的等长方向
,

相应的判别式

。
二二 :。

5 6 2 Ε ∀
‘

;
,

Υ 2

故亦符合表 7 的结论

,,3
0

当 沪 一 7 Θ 2 且 Μ , Ρ2
Ε
Ο’ Θ

Λ

Ο ,

但 耐 一 7 铸 2 时
,

可将 :� ;改为含 Ρ? ΣΓ 的二次

方程

:。
�

一 7 ;6 ?Σ , ‘, Η � , 5 Ρ ?Σ Γ Η
5 ,
一 7 ς

于是有二个相重的实根

Ρ ?Σ , 。 Θ 2 即 Γ Θ 三

�

这说明纬线方向是唯一的等长方向
。

相应地 △ Θ Ο ,

故亦合于表 7 的结论
。

Ω
·

当 尸 一 7 Θ Ο , 。 。 Ρ2
Ε
Ο’ 一 2 和 耐 一 7 一 2 时

,

:� ; 变为恒等式
,

说明该点处

的任何方向皆为等长方向
。

事实上
,

由条件 75 。 。。Ε
Ξ’ Θ 。即 Ρ2 Ε 6’ Θ Ο 得出 口 一 粤

,

这说明经纬线方向投影后
二 Β 、

Β
Β

Β
<

⋯ � 一

仍保持垂直
。

又从 扩 一 7 Θ 2 和 价 一 7 Θ Ο 可知
,

经纬线方向都是等长方向
。

上述两点表明经纬线方向既是主方向又是等长方向
,

因而变形椭圆为单位圆
。

这正

与任何方向皆为等长方向的结论是一致的
。

投影后没有任何变形的点
,

不妨称为可展点
,

由于地球是一个不可展的曲面
,

因此
,

这

类特殊点不可能组成某个区域
。

至多是个别孤立的点 :如方位投影的极 ; 或一条线:如切

圆锥和切圆柱投影中相切之线;
。

以下我们研究的分类
,

都假定除去了这种不能组成区域的可展点
。

三
、

依等长方向对投影的分类

7
0

三大类型
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在某个投影区内
,

根据任一点处有无等长方向和等长方向是否唯一
,

可把投影分为下

表所列的三种类型
Λ

表 �

名名 称称 定 义义 判别条件件 等价条件件 变形椭圆与单位圆的关系系

椭椭圆型投影影 任一点处皆无任何何 Ψ Ζ ΟΟΟ Γ : Α 或 Π Υ ΑΑΑ

势��等等等长方向向向向向

抛抛物型投影影 任一点处都有唯一一 �  !!! ∀  # 或 ∃  ###

罄%%的的的等长方向向向向向

双双曲型投影影 任一点处都有二不不 � & !!! ∃ ∋ ( ∋ ∀∀∀

粤粤
同同同的等长方向向向向向

此处名称的由来是仿照解析几何对二次曲线的划分的叫法
。

在那里
,

没有渐近方向

的称为椭圆型
,

有一个渐近方向的叫抛物型
,

有二个渐近方向者谓之双曲型
。

)
∗

性质
—

与旧的类别之关系

现在区分的三大类型与旧的类别有下述关系
+

(
∗

等角投影必属椭圆型

证
+ 因等 角投影的特征是

口
一 ∃

代入 , � 中可得
△ 一 一 ,

∀ −
一 (.

,

∋ /

故等角投影确属椭圆型投影
。

0
∗

等距投影二抛物型投影

证
+
若投影是等距的

,

则沿某一主方向的长度不变
,

即
。 1 ( 或 ∃ 1 #

这是判定抛物型的等价条件
,

故等距投影是抛物型投影
。

反之
,

若投影是抛物型的
,

则依判定的等价条件就有
。 1 (或 ∃ 1 (

这正是等距投影的特征
,

故抛物型投影也一定是等距投影
。

2
∗

等积投影必属双曲型

证 + 因等积投影的条件是
口

·

∃ 一 (

即

代人 , 3. 中则有

∃ 一 生
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△ 一 :
。

一
7 ;
:卜书卜

9 �

:卜畏丫Υ 。

故等积投影一定是双曲型的
。

�
0

细分

由上可知
,

椭圆型中除等角投影外尚有其它投影
,

又双曲型投影中除等积投影外也有

另外的投影
,

下面将会看到这正是 〔1 7 中表 7一 7 上的 �
、

多两类
,

故可细分如下
Λ

1
0

分类的几何图象

从判别各类投影的等价条件和确定等角
、

等距和等积投影的条件可以看出
Λ 区分各

种投影的主要标志在于变形椭圆的二半轴
。 、

Π 满足哪样条件
。

为了比较这些条件
,

找出

它们的相互关系
,

我们在平面直角坐标中
,

用二坐标轴表示变形椭圆的二半轴
。

这样一

来
,

各种投影所满足的条件就可在此坐标系中直观地用几何图象反映出来
。

[
Λ 类 “

Ι
’

扩
等 等 Χ

类

沪
0

Χ

≅距∴投

Α
积

园 门 双 曲 型
0

型川

Λ

< 距

[[ 投
一 投 一 影

Τ类

、
、、
影

一

—
Π , 7 :1类;

已二攀潜
图 Α 图 �

因椭圆的二半轴皆为正数
,

故投影条件的图象必全在第一象限
,

不妨记为 ]2 ⊥ 口 ,

力_
。

显然
,

二直线
Γ

Θ 7 和 Π 一 7 代表等距投影
。

又此二直线把第一象限分成四部分
,

对顶的两部分算一区域
,

则此二区域分别表示椭

圆型和双曲型的条件 :图 7;
。

相应于表 � 上的细分
,

各投影条件的图象如图 � 所示
。

从此图象上就能看出椭圆型

的非等角投影应该相当于 ?1 7中表 卜7 的第 � 类
。

类似地
,

双曲型的非等积投影又与 〔叼
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中表 7一 7 的第 Τ 类相应
。

四
、

新投影之探求

7
0

确定投影的原则

从上述几何图象中
,

我们看出
Λ 椭圆型和双曲型对应于两大区域

,

因而可以细分出用

直线
Γ

Θ Π 确定的等角投影和由双曲线
。Π Θ 7 确定的等积投影

。

而抛物型的图象却是

两大区域的分界线
。 一 7 和 Π Θ 7 ,

因而不能再细分出属于它的子项
。

由此可见
,

在平面 ]Ο ⊥ ‘ ,

歼 上任作一条曲线就可代表一种投影
。

这种投影的特征

是其变形椭圆有该曲线所反映的函数关系
。

按此原则
,

我们若在椭圆型的非等角区域内作某一曲线
,

则此曲线就介于直线
Γ

Θ Π

与
。

Θ 7 或 Π 一 7 之间 :如图 � ;
,

因此它所确定的投影
,

其变形椭圆的特征也就介于等角

与等距投影之间
,

这正是【1 7中表 7一 7 上第 � 类投影所要求的
。

故此第 � 类投影的图象就

是椭圆型区域 内除去直线
Γ Θ Π 所余下的部分

。

同样
,

在双曲型的非等积投影区域内作一条曲线
,

则此曲线就介于双曲线
召Π Θ 7 和

直线
Γ Θ 7 或 Π Θ 7 之间 :图 1 ;

,

而它所代表的投影
,

其变形椭圆的特汪就 介于等积与

等角
留舞工。
。

七公
0

等距

—
Θ Θ ‘0 0 0 Γ 2

等距投影之间
。

这也正是 = 17 中表 7一 7 上第 , 类投影所要求的
。

因此
,

双曲型非等积投影

就正是此第 Τ 类投影
。

�
0

确定各类投影的统一函数式

为了具体地得 出 〔1 7中表 7一 7 上的 �
、

, 两类投影
,

同时也为便于比较各类投影的相

互关系
,

首先需要将平面 笼2 ⊥ 。 ,

时 上用以确定投影的曲线用统一的函数式表达出来
,

为

简便计
,

我们选取一类最简单的函数
—

幂函数

夕 Θ ⎯ ”

其中
。 为任意实数

。

为清楚起见
,

这里用
⎯
轴和 α 轴分别代替表示变形椭圆二半轴的

“

轴和 Π 轴
。

显然幂函数 α Θ 砂 具有以下的性质
。
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7
0

对任何实数
, ,

除原点外
,

容易验证它们的图象还通过各区的一个分界点 & :7 ,

7 ;
,

如图 Τ 。

而且除此而外
,

任二幂函数的图象不相交
。

+
0

等角
、

等距和等积这三种特殊的投影皆可用幂函数来表示
,

事实上

当
” 一 7时

, , Θ 二
:即 Π Θ

Γ

;
0
。

对应 了:Π ;

着等角投影
。

丫、

当
5
一 。时

, α 一 Ι :即 占Θ 7 ;
,

对应着

等距投影
。

当

一
‘时

, ,

一卿
” 一

?;,
对应着等积投影

。

由此可以看出
Λ

当 。 Ζ 。 Ζ Ι时
, α Θ ⎯ ”

影是椭圆型的非等角投影:即第

当一 7 Ζ 。 Ζ 2 时
, α 一 尸

更完全的讨论则为 :表 劝
Λ

α 二⎯ 。

;中

<Α⎯’Γ其
所 确定的投

。

匕二一上一一一止二二军
� 类; ⊥ 图 Τ

所确定的投影是双曲型的非等积投影:即第 Τ 类;
。

Μ
0

幂函数 α Θ 尸 所确定之投影一览表
。

:见表 钓

�
0

另一类统一表达式

除幂函数外
,

我们也可用线性函数 α Θ 7 Η β :⎯ 一 Α; 统一表示其中四类投影
,

β 表示直线的斜率
,

不难作出相应的区分表如表 Τ 。

ϑ
0

+
0

β2 , , α62 ΞΓ 汇� ,
把

Γ

一 7 , Π 一 7

、、,Χ
户

、、,Χ

或
尸一 , ,

二 一 , ,

:
Ω 一 ?Σ Φ

1 , Ο
Η 二竺

1

看成平面上矢量的坐标
,

并提出以两个矢量间的角度作为两个投影间按变形性质相近程

度的尺度=�> 。

在该文中只对矢量 ]χ 一 7
,

砰 一 Α_ 作了详细的讨论
,

而省略了前者
。

如果

改用矢量 广 Θ ]
。 一 7

, Π 一 7 _
,

那么上面讨论的一系列投影 =即 α 一 7 Θ 左:一
7 ;所

确定的投影 >其中的 及正是该投影与基矢量 补 Θ ]
Γ ‘ 一 7 ,

Ο_ 之夹角的正切
。

不过这

时另一基矢量为 尹 Θ ]Ο
, Π

。

一 7 _
,

它与 砂 把等距投影分成沿短轴不变和沿长轴不变

的两类 :见下节;
。

1
0

投影的坐标表达式

既然我们划分的五类投影
,

其变形椭圆的二半轴之相依关系可由幂函数 α Θ 二 ”

:即

Π 一 。”

; 统一表示
。

因此
,

由它也可以将这五类投影的坐标表达式用统一的公式给出
9 。

现以圆柱投影和圆锥投影为例分别求之
。

7
0

圆柱投影

这时投影的坐标表达式是川
Λ

δ:甲;
:Τ ;

ε公了ϑ00‘厅‘

‘ 在 「Τ 〕中曾有类似的表达方法
,

但没有从根本上来探讨
。
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表

。 的值域 α “ 尸 所确定的投影
α 二 尸 的图象

由反函数 ⎯ 二 α二

可知当 。

一
一 22 时

, ⎯

一
7

一 。。

一
刀 9 9 抛物型投影:等距投影 ;

一 Ρ2 Ζ ” Ζ 一 Α 双曲型内的非等积投影

力 二 一 7 双曲型内的 等积投景

00000

&&&&& 少一一

弓弓弓弓
’

双双
一 叉

‘‘

&&&&&&&&& α ΘΘΘ

「「「「门门卜泛一
α于于

∀∀∀∀∀∀∀
’

[[[[[

网网网网网
‘ ’

、
0

万于
<<<

��‘一尸 一妞义一!一一!一别
∀
一,户

碑

#
卜

∃%

陇卫&
∋()一
、。一铸∋
∗+

,−一汕.
。

一 / 0 ” 0 1 双曲型内的非等积投影

一妙

人

” 二 1 2
抛物型投影3等距投影 4

1 0 ” 0 / 椭圆型内的非等角投影

椭圆型内的等角投影

/ 0 刀 0 5‘ 椭圆型 内的非等角投影

松
一于 6 。 2 2 抛物型投影 3等距投影4

冈冈冈
777
‘ 一 ///

%%% 888

99999

弓弓弓

:::::

;;;;;

导导导

99999

<<<<<

=====

<<<<<

对任一正数
‘,

在区间 件
,

(( >上
,

当 。

一
。时

, . ? 尸 一致收敛于 . 二 /。

对反函数
, 二 >,≅

,

在 同样的区间 压
,

Α( Β 上
,

当 。

一
土(( 时

, 二 Χ , 合一致收敛于
二 一

其中 “是一常数
,

∋3 甲4 是待求的函数
。

因正圆柱投影中经纬线的夹角保持不变
,

即经纬线方向就是主方向
,

现用 Δ
、 Ε 分别
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左 的值域
夕 Θ Α Η ) :⎯ 一 Α;

所确定的投影
≅ 1 7中表 7一7 相应的类 号 ]

·

一
:

一
, 的图象

0、了Φ/义一1一
八Γ一找‘一一一!!一/!�卜一�扩

。

Η一卜,一Ι一Ι∃/2一
∃

一一一卜尸八ϑ
州一∃�嘴断6一

丫分
Κ

Λ
卜占#住∋,,卜>。.

∃

(一
、

月,∋
。

六/∃一.(一,∋一

表一
∋+++++∗Μ+月
∃

Λ//
Λ

∋
∀∀∋

Ν∋
+∗,/
/,,月
∋

⋯⋯
·

椭圆型内的等角投影

∋ 0 Ο 0 (( 或 6 0 尺 0 / 椭圆型内的非等角投影

抛物型投影 3等距投影 4

村 0 6 双曲型内的非等积投影

刀

一
士的 抛物型投影3 等距投影 4

表示经纬线的方向
,

则有&9/ %

Δ ? Π 一
Θ

,
纽
从万甲

Ε 二二二 刀 二二二

一

故相应的幂函数 Δ ? 。”

变为

Ρ  

Σ Ρ沪

一 3当
、 − Τ

分离变量并积分得

笋
Ρ ,

笋
Ρ甲

∃∃

∋
+∗Ν−几∃/,∃>

矿扩一一一一!Ρ

户‘∃

/
日日

3 ; 4

这就是五类投影的一种统一公式
, Υ

取不同的实数值就得出相应于表 斗中所列的各

类投影
。

ς∋2 圆锥投影

在极坐标系中
,

坐标表达式是

万
“

’“

几占 二Χ

&3中4
Ε

·

又
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其中 。 是小于 7 的常数
,

尺甲; 是待求的函数
。

同圆柱投影一样
,

正圆锥投影中经纬线方向也是主方向
,

仍用 Π
、 Γ

表示经纬线方向

的长度比
,

则由 φ刊 有
Λ

Γ∗一
ϑ

一一九一一
Π Θ , Θ Β 兰巴

ΝΔ甲

这时幂函数 Π Θ 。”

变为

Β
Β

些
Β

Θ

Ν Δ甲
:塑丫
、 厂 Χ

分离变量并积分之
,

有
Β

δ 如 Β
Β ,

δΝ
。 Β

、

一 _
Θ

二一 一 4 Α万
“甲

∗
3 %

当 ”

其中

Θ 7 时 :即等角圆锥投影;
,

在 71 」已求出为

β
χ Θ

一

下 :! ;

外
, 。
十

鄂
外

Τ 。
十

韵
, β 为积分常数

。

当 5 铸 7 时
,

则为

7 卜
。 。

〔

—
∗ 一 “

一

、
5 一 , 3

Ν
万

3 甲 十 ‘ :γ ;

这就是圆锥投影中 �一 ∀ 类的统一公式
。

类似地
,

对于 夕 Θ 7 十 β :
⎯ 一 Α; 的函数形式

,

利用线性微分方程的积分方法亦可

得出圆锥
、

圆柱投影等的统一坐标表达式
。

五
、

分类的完备化

在上述分类中
,

我们尚未发现相应于〔们中表 7一 7 上第 7
、

第 ! 两类投影
,

究竟是这两

类投影根本就不存在
,

或者是新的分法不够完备而遗漏了它们η 为了回答这一问题
,

应从

完备性着手
。

7
0

投影的两大类

在前面按等长方向的有无和是否唯一进行分类时
,

我们要求在整个区域内的所有点

要末都有二等长方向:双曲型 ;
,

要末都只有唯一的等长方向:抛物型 ;
,

或者皆无等长方向

:椭圆型 ;
。

这样就把为数甚多的投影排斥在外
,

例如
,

若确定投影的条件是
Λ
每一点的变

形椭圆
,

其半长轴皆为半短轴的二倍
,

即有

召
7一�

一一
Π

那么
,

在平面 ]Ο ⊥ 。 ,

时 上容易看出

当
Γ

Ζ 7 时
,

变形椭圆在单位圆内
,

故应为椭圆型
。
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当
Γ

Υ � 时
,

变形椭圆又在单位圆外
,

亦应为椭圆型
。

但当
Γ

Θ 7 或
。
一 � 时

,

变形椭圆与单位圆相切
,

则为抛物型
。

又当 7 Ζ 。 Ζ � 时
,

变形椭圆与单位圆相交
,

故

为双曲型
。

由此可见
,

就整个投影讲
,

它不完全属于哪一

型
,

这就说明前面分的五种投影是不完备的
。

为了

弥补这一缺陷
,

我们首先应该把所有投影分成如下

的两大类别
Λ

单纯投影

—
除去可展点外

,

所有点处的等长

方向之个数是一样多的 ⊥

混合投影
—

除去可展点外
,

所有点处的等长

方向之个数不完全相同
。

移 、

扩
令

色
尹

扮氛 曲 型

这样一来
,

分类就完备了
。

因为不论怎样的投影
,

要末是单纯的
,

要末是混合的
,

二者

必居其一
。

�
0

混合投影中的两种重要情形

原则上讲
,

在平面 ]Ο ⊥ 。 ,

时 上
,

只要同时经过椭圆型区和双曲型区的任一曲线皆可

确定一类混合投影
,

因此
,

混合投影的类别不比单纯投影少
。

然而
,

联系着等角与等积投

影
,

有两类是其推广
,

在比较变形时也占着重要地位
。

分述如
一

下Λ

7
0

准相似投影

定义
Λ
若变形椭圆的二半轴之比恒等于常数 β 铸 7

,

则它所确定的投影称为准相似

投影
。

梦 性质
Λ
由于二半轴之比等于常数 β 气 7 ,

尹广
0

厂

Χ
后七

故各点处的变形椭圆是彼此相似的
,

因此
,

虽

有角度变形
,

但各点的角度变形是一样的
。

这

可视为等角的推广
。

因此名为
“

准相似
”

投

影
。

在平面 ]叭
。 ,

时 上
,

准相似投影的条

件

三 Θ β

所对应的图象是过原点的直线 :图 夕;
。

由于准相似投影中
,

各点有相同的角度

变形
,

因此
,

在反映变形的平面 ]。⊥ 。 ,

好 上
,

直线 Π Θ β 。

就能形象地表示出角度变形的大小
,

显然它与直线 Π Θ
‘

偏离的程度愈大
,

则表示角度变形亦愈大
。

象表示地形的等高线一样
,

我们可称直线 Π Θ β 召 为等角度变

形线
,

于是对于所有的 β
,

直线族 Π 一 β 。

就能起着比较角度变形的作用
。

5
0

倍积投影

定义 Λ 若每一点的面积比等于常数 Α 铸 7 ,

则称此投影为倍积投影
。
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‘抓
了

Γ Π , �

一
Γ Π 二 �

—
Γ Π 二 7

0
< Θ 闷0 如 Γ

性质
Λ
倍积投影显然是等积投影的

推广
。

同前一样
,

在平面 ]Ο⊥
。 ,

时 上确

定倍积投影之条件
Γ Π Θ Α

其图象是一支双曲线
。

由于双曲线
。Π Θ Α 上的所有点 反

映着相同的面积变形
。

因此也可称它为

等面积变形线
。

这样
, Α 取所有常数值

就得出以坐标轴为公共渐近线的一族双

曲线 :图 Ε;
,

它形象地反映着面积变形

的大小
。

显然
,

以 ΓΠ Θ 7 为准
,

散离程

度愈大则面积变形亦愈大
。

因此
,

这族双曲线就能起着比较
、

量测面积变形的作用
。

�
0

〔1> 中表 7一7 上第 �
、
Τ 两类投影的性质

利用等角度变形线与等面积变形线所组成的量测网
,

就可证实椭圆型的非等角投影

与双曲型的非等积投影分别具有 ?钊 中表 卜 7 上第 �
、

Τ 两类的那些性质 :图 8 ;

1
0

单纯投影的另一分法

由上看来
,

如果严格地区分出主方向的大小
,

即始终规定
。

; Π ,

那末图 8 :
。
;就变为

图 8 :Π;
。

这样一来
,

抛物型就分为有不同变形性质的两类投影
Λ
沿长轴方向的等距投

影 :Γ Θ Α; 和沿短轴方向的等距投影 :Π Θ 7 ;
。

相应地整个投影又可分为八类
,

并按变

形的大小与变化速度比较
,

如表 ∀ Λ

因为在各类投影中角度变形都可能很大
,

因此只能比较其变化的快慢
。

勺

并厂戍
酬丫 、 沪 η

、 , 砂

0

冲梦 、协

Β Π , 、Γ

攀莽

Γ Π ς �

之Π ς 之

⊥

廷襄苏渝
’Π <

图 8 :
Γ

;
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0
: , 、0

乡

飞

“、
》
四

益羹 0 、Θ Θ Θ Θ 一< Θ

0 叫0 0 0 0 0 甲0 0 0 0 0 0 0 ‘

图 8 :Π ;

表 ∀

新新类号号 特 征征 名 称称 ]日类号号 角度变形 ι 一 Α 的的 面积变形的大小与速度度
:::::::所属之投影;;;;; 变化速度 :与平长长 :与半长:短夕轴及其平方相比较;;;

轴轴轴轴轴轴的平方相 比较少少少

,,,,, 召 ς 石石 椭圆型中的等角角 ��� ΟΟΟ 面面 极速 χ 一 7 二矿 一 ΑΑΑ

投投投投影影影影 积积积

变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变变

,,,,,, Γ Υ Π Υ ΑΑΑ 椭圆型中的非等等 ��� 低 速速 形形 高 速速
角角角角投影影影 妙 一 Α Ζ Γ Φ

一 ΑΑΑ 大大 Γ  
一 7 Υ ∗ 一 7 Υ Γ 一 ΑΑΑ

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ 一 Α Υ ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ

%%%ΑΑΑΑ 户 ς ΑΑΑ 抛物型中沿短轴轴 1111111 中速 ∗ 一 、Θ Γ 一 ΑΑΑ

方方方方向中的等距投 影影影影影影

,,,/// 。 Υ Α Υ Π Υ 上上 双曲型中的非等等 ΤΤΤΤΤΤΤ
一一

ΑΑΑΑΑ___ 积投影影影影影 _ _Α及速 尸
一 Ζ

Γ
一 >>>

≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅

///// 右 Θ 上上 双曲型中的等积积 ∀∀∀ 中速速 ΟΟΟ

投投投投影影影 甲 一 Α 二 Γ Φ

一 ,,,,,

/// ,,, 3
Υ Α Υ Π Υ 工工 双曲型中的非等等 ΤΤΤ 离速:包括极速

,,

面面 _ 低速 ‘ 尸 Ζ ’一 ””

积积积积投影影影 见下 节;;; 积积积

评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评评 一 Α Υ 砂 一 777 变变变变变变变变变变变变变
/// ΑΑΑΑ Α ς Γ Υ ΠΠΠ 抛物型 中沿长轴轴 11111 形形 中速 Α 二

∗ 一 7 一 ΠΠΠ

方方方方向的等距投影影影影 小小小

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ 一 ≅ Ζ ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ
[[[厂77 777 7 Υ Γ Υ ΠΠΠ 椭圆型中的非等等 ����� :7 一 ∗ Υ Ο ;;;_ 高速 Α χ Υ Α 一 ΠΠΠ

角角角角投影影影影影 ΑΑΑ

ΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑ

这样细分的优点是更准确地区分出它们的变形性质
,

也容易看出其间的相互关系
。

例

如
,

把等距投影 :抛物型; 按主方向大小的不同分为 川
、

ϕΙ Α两类
,

其变形性质确实不同
Λ

前者面积变形大但角度变形变化慢
,

后者面积变形小但角度变形变化快
。

因此
,

深人分析

研究等距投影的变化时
,

就有必要如此考虑
。

否则就有可能产生遗漏和差错
。

譬如在 7� >

中
,

以 户Θ ]χ 一 7 ,

ι 一 Α_ 作为代表投影的矢量
,

这时基矢量 元 Θ ]χ
‘ 一 7 ,

Ο_ 和

万 Θ ]Ο
,

砰
。

一 Α _ 正好表示等角和等距投影
。

ϑ
0

+
0

β∋, 、αΡ∋ Ξ⊥7 提出 Λ 用二矢量间的夹角

作为它所代表的二投影间变形性质相近的尺度
。

设 卢与二基矢量 又
、
于的夹角分别为

“ 、
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宁一∴

夕
,

则不难由公式得出

Ρ2Ε
。 一 一

Θ

色立匹止一 Β

7卢_
·

_反≅

因 反
, 于互相垂直

,

故

一 7 ;:∗
、 一 7;

卢_
·

7户
、

一 Α ]

十 二二卫
一 _卢]

当 ∗‘ 一 7 Υ Ο ,

取
“ Η ”

当 尸Λ 一 7 Ζ 2 ,

取
“

一”

ΕΙ 5

一
ΕΙ 5

:合
Η 口

卜一口<

】户_
·

7矛 ≅

Β 交丝二卫 二 :Ω
。

,
一

7 ; Θ 丝上生
_户]

·

]万
。

一 7】 ≅卢】

于是有

?Σ Γ
Η 里二生

∗ 一 7

据此 〔�〕中断定
“等距离投影按变形性质严格地处于正形与等面积之间

,

与后者构成 1 Τ 。

之角
”。

笼统地对等距离投影这样讲是不正确的
。

事实上

对沿短轴方向的等距投影

丫 Π Θ 7 , ⋯ ?Σ “ Θ 士
了 一 Α

Γ Π 一 Α

一 7

一 7

Θ 士 Α
,

0

,0 Γ Θ 士 1 Τ 。

而对沿长轴方向的等距投影

?Σ Γ Θ 土
下 一 7

一
<
一 , 二二 日一

Γ Π 一 7

Γ 钾 1 Τ Ο7一右士
一

7一Π

Π 一 7

因此按上述尺度
,

只能说沿短轴方向的等距投影才严格地处于正形与等积投影之间
。

分成上述八类也有缺点
,

因为从分析投影表达式和变形量常常事先不能区分出二主

方向的大小
,

事实上它们常处于统一体中
,

例如 Λ
等距圆锥投影是指沿经线方向的长度不

α

:Π ;

图 7 Ο

变
,

但在等距离的割圆锥投影中
,

位于二割

线之间属于
Γ Θ 7 :即 ϕΙ Α类;

,

而位于二

割线之外则是 Π 一 7 :即 Μ 类;
。

这样把

统一表达的投影分隔为相距甚远 的 投影
,

无论是对分析已知的投影或探求新的投影

都带来不便
,

在实践中也无此必要
,

因此
,

以下按本文开始提出的类型分析比较
。

Τ
0

〔1> 中表 7一7 上第 7
、

! 两类投影的

理解与探求

根据上述的比较变形大小的 量 测 网
,

即使混合型投影中也找不出比等角投影的

面积变形 :甚大;还要大 :非常大; 的投影
。

因此
,

〔1 7 中表 卜 7 上第 7 类投影是不存

在的
。

同样
,

第 ! 类也是不存在的
。

但若

第 7
、

! 两类的理解改变一下
,

则可探求如下
Λ

7
0

第 7 类的理解与探求

= 1 > 中表 卜7 上对第 7 类的要求是面积变形非常大
,

由于在等面积变形线族中
,

距
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‘Π Θ Α 愈远则面积变形愈大
,

但这是无止境的
。

等角投影的图象
Γ

Θ Π 正体现了这一要

求
。

故这样的第 7 类是不存在的
。

现在如果将
“

非常大” 理解为变形的变化速度最快
,

正

如山坡表面的坡度最陡一样
,

那末可如下探求
。

由于等面积变形线实为数量场内的等量线
,

而数量场中变化最快的方向是沿着等量

线的法线方向
。

因此
,

面积变形变化最快的路线应为双曲线族

劣
0

α Θ

的正交轨线
。

因双曲线族 :8 ;所满足的微分方程为

α Η ⎯
·

厂 Θ 2

:8 ;

:7 Ο ;
夕一ε

一一一

再利用垂直条件即得其正交轨线所满足的微分方程为

只χ

积分之
,

得

即所求的正交轨线为

Λ ,

一 夕,
Θ � 。 :7 7 ;

这是一族包括直线
⎯ Θ α 并以它为渐近线的双曲线族 :图 7Ο ;

。

于是在平面 ]2 ⊥ 。 ,

歼 上

由等式

。一 丫
。,

一 � Λ

‘ϑ 
,

;

所决定的投影就具有面积变形变化最剧烈的投影
。

特别地
,

当 ‘ Θ 2 时
,

就是单纯投影中的等角投影 :
。

一 的
。

这就是说
,

面积变形变

心

召勺
诏
”

勺月

心

0‘000口0
0000ϑ
己

、了

α
‘

卜Ω

了
、

化速度最快的投影
,

也不过是与等角投

影同级的
。

因此
,

即使这样理解的第 /

类投影
,

仍然是不存在的
。

//
∃

第 Ξ 类投影的理解与探求

「钊 中表 / 一 / 对第 Ξ 类的要求是角

度变形非常大
,

由于在等角度变形线族

中
,

偏离
Ε ? Δ 愈甚者

,

角度变形愈大
。

这偏离的极限是二坐标轴
。

因此
,

角度

变形非常大的只能属于双曲型 3即等面

积投影或第 < 类 4
,

这说明第 Ξ 类投影也

是不存在的
。

但若类似地将非常大理解

为变形的变化速度最快
,

那末可探求如

下 %

撅衬、心占
产 、

、 少、
’

勺 , 、洛

Δ 。毛Ε
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同前一样
,

这样的投影应从等角度变形线所形成的数量场中去找
,

夕 Θ β ⎯

的正交轨线
。

因 :7 � ; 所满足的微分方程为
夕

α Θ 一

亦即找出射线族

:7 � ;

:7 � ;

同样由垂直条件可得其正交轨线所满足的微分方程为

:7 1 ;
万
一夕

一一一

分离变量并积分
,

则得
7

,

7
二甲 夕

‘

Θ 一 二户才
一

十
艺 艺

故所求的正交轨线是一族以原点为中心的圆 :图 7 7 ; Λ

⎯ ,
Η 夕�

Θ � Λ :7 , ;

相应地在平面 ]Ο⊥
⊥ ,

歼 上以圆弧

占一了� Λ 二
’

蕊
,

:7 ⊥
,

;

所确定的投影就具有角度变形变化最急速的特性
,

由于等积投影
。Π Θ 7 不含在这族正交

轨线 :7 ,
‘

; 中
,

所以它们的角度变形确实变化得剧烈
。

因此
,

这是在上述理解下的第 ! 类

投影
。

由于当
‘ Θ 7 时

,

:巧 ,; 代表过 :7
,

7; 点的圆弧
,

属于双曲线的第 Τ 类
。

又当
Λ 蕊 生

�

单纯投影 育昆合投影

椭椭椭椭椭椭椭椭椭椭椭椭椭

园园园园 面积变形极速投影影

型型型型型

抛抛抛

物物物

型型型

双双双双 角度变形极速投影影

曲曲曲曲曲曲曲曲曲曲曲曲曲

型型型

:不属于生处范围的
其他混合投影;

图 7 �

:注
Λ 以上括号内的数字相应于 〔斗> 表 卜 7 上的编号;
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时
,

代表的圆弧位于椭圆型
。

所以
,

在新理解的意义下
,

第 ! 类
。

正确的名称宜为
“

角度变形极速投影
” 。

总结以上所述
,

我们把地图投影分类综合如下 :图

这就不是 汇钊 中表 7一 7 上所列的

7 � ;
0。
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附

表  
一
Α 9

面面 积积

二⋯林
等 距 “

_ ⋯_]
,

一 一 7 Ο _
笼’ 田’ “

7 7 _

_卜常 大

甚 大

大

一
表示变形增 长方向

无 变 形

大等不手 中∋

7乙勺�

户

一 Ο

羊 Ο

无 变 形

大

甚 大

寸卜常 大

? _
气 。

]⋯]
一 ”

]__
” 。

等大中不

7777777月77
盆0066Ακι6

⋯7
0

户、了了Ο?3
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表 7 一 7
。

∋ . % + & ∃φ# − −,λ,∃# ,
’

,∋ . ∋ λ Ν# ∗ ∗) ∋ 3& ∃ % ,∋ .−

φΙ ∃ μΓ 5 Σ Μ Ι5 Σ

:Ψ
召χ Γ 了亡饥召件亡 2δ 皿Γ 云μ6饥。云落。凡 ( 肠话 μ 2 份 Κ 介感公6 ϑ名名艺梦;

# Ξ− % ) # ∃ %

% μ ϑ 2 4 Σμ
Γ 5 Γ Αα幼5 Σ ?μ 6 Ι5 ϕ Γ ϑ ΙΓ 5 ?Ε 77 , 。Γ ∗ χ ϑ 2 κ6 6?Ι2 5 Γ 5 Δ Γ。。2 ϑ Δ Ι5 Σ ?。 ?μ 6 。2 5 Δ Ι

<

? Ι2 5 2 ι μ6 ?μ6 ϑ ?μ 6 ϑ 6 Γ ϑ 6 Γ 5 α Δ Ιϑ 6 6 ?Ι2 5 , Γ Α2 5 Σ ι μΙ6 μ Α6 5 Σ ?μ 。;δ Ε 6 Σ 6Μ 6 5 ?Ε 7Τ ? ϑ 4 6 ,

?ΑΑ6

Γ 4 ?ΑΑ2 ϑ δΙ5 Δ , ?μ Γ ? ?μ6 χ ϑ 2 κ6 2 ?Ι2 5 Ε 2 Γ 5 Π〔, 。Γ Ι5 Αα Δ Ιϕ ΙΔ 6Δ Ι5 ? 2 ?μ ϑ 6 6 6 Γ ?6 Σ 2 ϑ Ι6 Ε ,

Ι
0

6
0 ,

6ΑΑΙ∗?Ι6
,

∗Γ ϑ Γ Π 2 ΑΙ2 Γ 5 Δ μα ∗6 ϑ Π 2 ΑΙ6
0

# 5 6二 Λ ι Γ α 2 δ Ε?4
Δα Ι5 Σ 5 ΑΓ χ χ ϑ 2 κ6 6 ?Ι2 5 μ ΓΕ Π 6 2 5

Δ 6 ϑ Ιϕ 6 Δ Γ 5 Δ ?μ6 ∗ ϑ 2 ΠΑ6Μ Ε ϑ 6Μ ΓΙ 5 6 Δ Ι5 ∗ ϑ 2 δ
0

Ω 4
’Τ Μ 2 5 2 Σ ϑ Γ ∗ΑΙ “ Μ Γ ?μ6Μ ⊥ 、?Ι6 2 Γ ϑ ? 2 <

名ϑ Γ ∗μ α ” :7 8 ∀ 1
,

Ι5 ∃ μΙ5 6Ε6 ; Γ ϑ 6 Ε 2 Αϕ 6 Δ
0


